Энергетическая модель обратимых и необратимых деформаций

5. ОБРАТИМЫЕ (УПРУГИЕ) ДЕФОРМАЦИИ


Если деформация протекает в упругой области, когда =const и t = 0, два последних слагаемых в уравнении (4.20) об​ращаются в ноль. Изменение энергии частицы составляет
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или
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в зависимости от выбранной шкалы напряжений. При последующей разгрузке она может выделиться и совершить полезную работу.

Произведения  Г2 = Т Г можно рассматривать как второй член разложения в ряд по степеням  приращения потенциальной энергии, так как 
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 для любой шкалы напряжений.

Рассматривая среднее напряжение 
[image: image5.wmf]s

 как объемную плотность энергии, в области обратимых деформаций зависимость между напряжениями и деформациями в различных условиях нагружения можно определить из условия сохранения механической энергии [9,11].
Например, при гидростатическом нагружении с учетом (5.2) уравнение (3.9б) принимает вид
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откуда
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так как из соотношений (3.6), (4.3) и (4.16) с учетом 
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Если же в исходном энергетическом тождестве перейти к обычной шкале напряжений
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после интегрирования при начальном условии  = 0 при  R = 1 находим
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Пренебрегая квадратом и кубом отношения 
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, полученный результат можно преобразовать к виду (2.3). Однако, как отмечено выше, оно является приближенным, особенно в области высоких давлений, что согласуется с экспериментальными данными. Например, для железа (К=169 ГПа) изменение объема более точно описывает уравнение [18]
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которое в диапазоне давлений до 300 ГПа отличается от полу​ченного выше (5.7) не более чем на 0,016 %.

Аналогичным образом, при линейном однородном растяже​нии в направлении оси х в обычной шкале напряжений для приращения энергии имеем
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при этом мощность деформации составляет
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Из условия сохранения энергии
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с учетом  dR = R (хtx + уty + ztz ) dt находим
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При отсутствии сдвигов произведение хtx dt определяет прира​щение деформации dx . Принимая материал изотропным, а ко​эффициент Пуассона постоянным ( =const), уравнение (5.12) преобразуем к виду
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(5.13)

откуда при начальном условии xx = 0 при x = 0 следует
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или, для области малых деформаций, когда ехр() = 1 + ,
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(5.14b)

где Е - модуль Юнга.

При двухосном напряженном состоянии, когда 
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, а остальные компоненты отсутствуют, на протяжении всего про​цесса можно принять x = у и по аналогии с рассмотренным выше получим
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Во всех приведенных случаях окончательные зависимости совпадают с вытекающими из обобщенного закона Гука, хотя он ни в одном из рассмотренных примеров не использовался. Следовательно, соотношения между напряжениями и деформа​циями в упругой области можно рассматривать как следствие закона сохранения механической энергии в тех или иных условиях нагружения, при этом первый инвариант тензора напря​жений Коши определяет объёмную плотность энергии [16], как это следует из соотношений (5.1-5.2).

Более просто эти же зависимости могут быть получены из соотношений (4.18) или (4.29) для новой шкалы напряжений. Например, при однородном растяжении в направлении оси х с уравнениями движения
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(5.16)
и соотношениями между компонентами деформации
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находим
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(5.18)

тогда из условия (4.32) и 
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(5.19)

что совпадает с уравнением (5.14).

Важно отметить, что изменение шкалы одновременно для средних напряжений и деформаций приводит к существенному изменению энергетической шкалы в области упругих деформа​ций. Называемая по аналогии с общепринятой терминологией удельная энергия на изменение объёма 3e/2 не просто увели​чивается на некоторую постоянную величину, а возрастает пропорционально среднему напряжению Коши (1.28), так как с учетом закона упругого изменения объёма (2.3) разность энер​гии, накопленной за счет изменения объёма, в рассматриваемых двух шкалах составит
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Затраты энергии на изменение формы TГ/2 в обоих случаях одинаковы.

Можно предполагать, что одной из причин упомянутого вы​ше несоблюдения законов сохранения энергии в упругой об​ласти [1] является несоответствие энергетической шкалы при анализе различных явлений. Это можно проиллюстрировать на примере задачи о растяжении под действием собственного ве​са.

Действительно, в соответствии с общепринятым решением [20] при плотности материала  и ускорении свободного паде​ния g на расстоянии х от свободного конца подвешенного стержня с площадью поперечного сечения F действующая сила

Р = mg=gFx
создает растягивающие напряжения и деформации
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где Е- модуль упругости 1 рода (модуль Юнга). При общей длине стержня L полная энергия деформации составляет
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Если не учитывать деформацию стержня, изменение потен​циальной энергии за счет гравитационных сил, например при переходе тела из горизонтального недеформированного состоя​ния в вертикальное деформированное, составляет
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т.е. они отличаются (при L 
[image: image32.wmf]»

1м) на семь порядков, так как ве​личина g /ЗЕ, входящая во второй множитель, например для стали при  =7,8 г/см3, g =9,8 м/с2, E =200 ГПа (с учетом Н = кг . м/с2 ) в системе СИ имеет порядок 10-7 1/м.

Такое несоответствие не проявляется при действии сосредо​точенных сил, например подвешенного груза с массой т при изменении его потенциальной энергии за счет удлинения стержня на L
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Это лишь в два раза превышает энергию деформации в обыч​ной шкале напряжений при статическом нагружении, когда часть энергии затрачивается на работу некоторой удерживаю​щей силы, обеспечивающей линейную зависимость между си​лой Р и перемещением L. Для внезапно приложенной нагруз​ки баланс энергии достигается за счет коэффициента динамич​ности [20].

Эти соотношения выполняются и в новой шкале напряжений, если при определении работы внешних сил деформирующие усилия определить с помощью соотношений (4.29), тогда
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Принимая деформацию однородной, для изменения потен​циальной энергии упругой деформации с учетом соотношения Пуассона находим
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Аналогично обстоит дело и при других видах деформации, например при кручении круглого стержня с радиусом r под действием момента Мk , создаваемого некоторой силой или под​вешенным грузом. Принимая во внимание известные зависи​мости для касательных напряжений k, угла закручивания  
[image: image36.wmf]y

D

  и удельной энергии деформации а при кручении
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где Ip =0,r - полярный момент инерции, G – модуль сдвига, L – длина стержня, -деформация сдвига волокна с произвольным радиусом 
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, для полной потенциальной энергии де​формации получим
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что совпадает с работой внешних сил при статическом нагружении.

Приращение потенциальной энергии для скручиваемого стержня по энергетической модели отличается лишь постоян​ным коэффициентом, отражающим различие в модулях упру​гости. Действительно, уравнения движения совпадают по фор​ме с уравнениями для жесткого поворота
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но угол закручивания будет линейной функцией координаты z0
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Тогда приращение Ге для рассматриваемого процесса сов​падает с деформацией сдвига 
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, так как
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и приращение энергии деформации в окрестности б. м. частицы вместо 0,5G2 будет 1,5K2.

Положение изменяется при учете собственного веса, как на​пример при деформации гибкой нити, которая в исходном не​деформируемом состоянии занимала горизонтальное положе​ние, после перехода её в вертикальное деформированное сос​тояние.

Начало координат совместим с точкой подвески нити, а ось х – с направлением длины.

Изменение потенциальной энергии положения определяет интеграл по объёму V0=F0L0
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где F0 и L0 – площадь поперечного сечения и длина нити в ис​ходном состоянии.

Для интегрирования требуются уравнения движения в фор​ме Лагранжа xi = xi(p,t). Их можно получить из дифференци​альных уравнений (4.40) в новой шкале напряжений. Для рас​сматриваемых условий они принимают вид
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        (5.20)

По аналогии с общепринятыми, их можно называть услови​ями статики, так как они предполагают отсутствие ускорений. Принимая дополнительно гипотезу плоских сечений, в соот​ветствии с которой х = x(,t), отсюда получим
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Из условия отсутствия деформации на нижнем конце стержня x = 1 при а = L0 и граничного условия х=0 при = 0 следует
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Для приближенного решения без большой погрешности можно поперечными деформациями пренебречь. Однако, чтобы рассмотреть более общий случай, воспользуемся зависимостями между элементами якобиана и деформациями Коши, а также соотношением Пуассона для продольных и поперечных деформаций
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отсюда получаем
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Это решение не является точным, так как не выполнено граничное условие отсутствия поперечных деформации растя​жения-сжатия у =1 на свободной от внешних воздействий бо​ковой поверхности нити. Однако, если деформации малы, получаем по все​му сечению у 
[image: image51.wmf]»

1 и это приближенное решение можно считать приемлемым.

С учетом полученных уравнений движения для изменения потенциальной энергии положения получаем
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или, так как  = const,
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(5.21)

Потенциальную энергию упругой деформации определяем новой шкале напряжений по уравнению
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    (5.22)

Результаты (5.21) и (5.22) имеют один порядок, а если поперечные деформации отсутствуют ( =0), они практически совпадают. Вместе с тем интересно отметить, что если считать нагрузку приложенной внезапно и учесть увеличение напряжений и деформации, а следовательно и энергии деформации, с помощью коэффициента динамичности [20], тогда баланс выполняется при условии
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(5.23)

откуда следует  
[image: image56.wmf]³

 0,25. Минимально возможное значение коэффициента Пуассона =0,25 впервые получил Коши на основании предположения об атомарном строении кристаллов [1], но в дальнейшем этот результат не был подтвержден. Рассмотренные, решения также являются приближенными, они приведены для иллюстрации особенностей определения энергии деформации в новой шкале напряжений.

В пластической области эти вопросы не возникают, так как энергию деформации определяет только искажение формы, значение предела текучести не изменяется.

Таким образом, в упругой области решение сводится к сис​теме 3 (вместо 17) дифференциальных уравнений второго по​рядка (4.40), после интегрирования которых могут быть опреде​лены все другие характеристики деформированного состояния.

Для перехода от элементов якобиана к деформациям Коши, которые однозначно определяют и напряжения ij, можно вос​пользоваться приближенными зависимостями [15] или стан​дартными соотношениями между производными по перемен​ным Эйлера и Лагранжа [6,10], например (4.1). С учетом соот​ношений (4.29) напряжения Лагранжа не представляют самос​тоятельного интереса, так как отличаются от деформаций хi,p лишь постоянным множителем, однако они могут быть исполь​зованы также для перехода к напряжениям Пиола-Кирхгофа, а затем Коши (см. ур. 4.3). Наиболее информативные энергети​ческие характеристики предварительного расчета напряжений не требуют.
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