Энергетическая модель обратимых и необратимых деформаций

3.  МОЩНОСТЬ И ЭНЕРГИЯ ДЕФОРМАЦИИ

Уравнения, приведенные в разд. 1 и 2, позволяют получить замк​нутую систему для описания процессов деформации как в упругой, так и в пластической областях. Анализ энерге​ти​чес​ко​го баланса при этом не требуется. Это связано с достаточно рас​пространенным убеждением, что в упругой области законы сохранения вы​полняются с меньшей точностью, чем условия статики [1-2].

Рассматриваемый раздел обычно излагают как дополнитель​ный, завершающий теорию. Однако, как будет показано в даль​нейшем, все основные уравнения разд. 1 и 2 могут быть по​лучены из условия ин​вариантности мощности и энергии по отношению к выбору системы отсчета координат, скорости и времени.

В предыдущих разделах форма описания движения частиц при деформации не учитывалась, так как, начиная с исходных предпосылок (условия статики), теория ориентирована на ана​лиз состояний, а не процессов. В отличие от упругой области, когда смещения незначи​тельны, для пластического фор​мо​изменения такое ограничение становится весьма существен​ным. Хорошо развитые методы, как ста​тические (теория линий скольжения, метод нижней оценки и др.), так и кинемати​чес​кие (метод верхней оценки, вариационные методы) позволяют с высокой точностью определять усилия, но не характер тече​ния.

Чтобы построить энергетическую модель процессов дефор​ма​ции, необходимо найти способ определения потенциальной или внутренней энергии некоторой фиксированной частицы при произвольных внешних воздействиях. Приводимые в литературе [2-7] уравнения тре​буют уточнения, так как обычно используемая форма записи мощности деформации (см. ур. 3.9) с компонентами тензора скорости деформа​ции (1.79) предус​мат​ривает представление подынтегральной функции через пе​ре​менные Эйлера. Такая форма удобна для интегрирования по объему, например для определения усилий, но не по времени. Во втором случае необходимо знать уравнения движения.

Чтобы исключить эти трудности, целесообразно с самого на​ча​ла предусматривать описание движения в форме Лагранжа, но это приво​дит к необходимости использования ряда новых обозначений, в част​ности для начальных координат, частных, локальных и субстанцио​нальных производных [8-12].

В отличие от текущих (переменные Эйлера) координаты Ла​гранжа не изменяются во времени, т. е. остаются постоянными для каждой фиксированной частицы. Переменными Лагранжа могут быть номера узлов координатной сетки, начальные коор​ди​наты частиц или их любые функции [6, 8, 15]. В данной работе предпочтение отдано начальным координатам.

В общем случае движение сплошной среды в форме Лагран​жа можно представить системой уравнений
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или, в сокращенной записи,
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где 
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 - переменные Эйлера (текущие координаты то​чек), 
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 - переменные Лагранжа или начальные коор​ди​наты точек, т. е. 
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Каждую частицу среды в процессе движения можно харак​теризовать набором механических и физических параметров. К первым относятся скорость, ускорение (в том числе их про​ек​ции на оси координат) и др. Физическое состояние частиц определяют их плотность, кинети​ческая, потенциальная энер​гия и т.п. Значения этих параметров в каждой частице и в каж​дый момент времени могут изменяться, т.е. все они являются функ​циями координат и времени. Чтобы конкретнее характе​ри​зовать причину этих изменений, введем два раз​лич​ных оператора: 

- оператором "d" будем обозначать изменение положения час​ти​цы или ее свойств за б. м. промежуток времени. Например dx - измене​ние координаты "x" частицы, 
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 - изменение плот​нос​ти, связанное с изменением объема рассматриваемой фик​си​рованной частицы (масса частицы должна оставаться посто​ян​ной) за время dt;

- оператор "
[image: image11.wmf]d

" будет соответствовать изменениям функций или ко​ординат в пространстве переменных Лагранжа. Например, 
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 - изме​нение плотности двух соседних частиц, 
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x - разница ко​ординат по направлению оси "x" двух соседних точек. Если в исходном состоя​нии все три их координаты были различны и отличались на величины 
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, тогда в некоторый момент времени t > 0 она составит 
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С другой стороны, изменение координаты "x" любой части​цы за время dt определяется только ее скоростью
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Для обозначения субстанциональной (материальной) и ло​каль​ной производных по времени также будут использованы разные обозначе​ния. Субстанциональная производная характе​ри​зует скорость измене​ния функции f, например плотности или координаты, за бесконечно малый проме​жуток времени для фиксиро​ван​ной частицы. Их будем обозначать опе​ратором df/dt или сок​ра​щенно ft.

При обозначении субстанциональных производных от ин​декс​ных функций, например координат xi, индекс дифферен​ци​ро​вания добавляется после запятой: x i,t= dxi /dt .
Локальную производную будем обозначать индексом 
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. В част​нос​ти, если какая-либо функция движения задана в пе​ременных Эйлера, тогда ее субстанциональная производная, с учетом общего правила дифференцирования неявно заданных функций, будет


[image: image20.wmf](

)

t

t

t

z

z

f

y

y

f

x

x

f

f

dt

t

z

y

x

df

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶t

¶

+

+

+

=

,

,

,

 .

         (3.3)

Аналогичные обозначения производных нижними индекса​ми приняты и для дифференцирования по переменным Эйлера или Лагранжа, например
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При этом необходимо иметь в виду, что если функция зада​на в переменных Лагранжа, тогда индексы дифференциро​ва​ния можно менять местами: 
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. Однако, если функция за​дана в переменных Эйлера (аргументами являются текущие ко​ординаты), тогда при изме​нении порядка дифференцирования следует учитывать общие правила, как для неявно заданных функций [9-14]
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Для принятых обозначений координаты вершин 0...7 бесконечно малой час​тицы сплошной среды в форме прямоугольного парал​леле​пипеда в исходном состоянии (t=0) будут
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а ее начальный объем и масса составят
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В произвольный момент времени t >0 расстояния между вершинами 0 и 1, 2, 7 по оси "x" определяются уравнениями (рис. 10)
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Рис. 10 Бесконечно малый параллелепипед в исходном  и деформированном состояниях

Для обозначения изменений во времени функций движе​ния, отне​сенных к б. м. частице, например ее объема, потребу​ет​ся тогда двой​ной оператор
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В дальнейшем использованы только первые члены разложе​ния ряда Тейлора.

В соответствии с уравнениями движения (3.1) в прои​зволь​ный момент времени t > 0 вершины параллелепипеда 0...3 из​ме​нят свое положение в пространстве наблюдателя и будут иметь координаты
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Деформируемый параллелепипед в общем случае не оста​нет​ся пря​моугольным, а его грани, которые ввиду их малости по-прежнему можно считать плоскими, будут наклонены к осям координат. Если обозначить каждую грань фиксиро​ван​ной на ней координатой Лагран​жа, тогда для направляющих косинусов нормалей граней в деформиро​ванном их состоянии получим

 
[image: image41.wmf]2

2

2

2

,

2

~

~

~

~

,

cos

 

ˆ

r

r

r

r

r

a

z

y

x

x

x

i

+

+

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

 , 
              (3.5)

где 
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- алгебраические дополнения соответствующих элемен​тов xi,p функционального определителя или якобиана преобра​зования (3.1), который характеризует отношение объёмов рас​сматриваемой частицы в текущем 
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В соответствии с первым началом термодинамики [15] для фикси​рованной частицы с объёмом 
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 в начальном состоянии работа внешних сил 
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 энергии, а также на дис​сипа​цию части энергии, выде​ляемой в виде тепла 
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  (другие теп​ло​вые источники в данном раз​деле не рассматриваются)
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Тогда с учетом известных соотношений для приращения ра​боты внеш​них сил 
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 для фик​си​ро​ванной частицы с массой 
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Для сокращения записей здесь не использован оператор "
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" для сил Ppi, хотя они и действуют на б. м. площадках рас​смат​риваемого параллелепипеда. По этой же причине сюда не вклю​чены другие воз​можные объемные силы (см. силы 
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 в уравнении A1, стр. 5), однако они будут учтены при анализе рас​тя​же​ния гибкой нити под действием собственного веса (см. разд. 5).

Суммирование должно быть проведено по всем ограничива​ю​щим рассматриваемую частицу поверхностям (интегриро​ва​ние по замкнутой поверхности). С учетом возможных измене​ний сил и скоростей на противоположных гранях, предполагая, что все функции заданы в переменных Лагранжа, получим с точ​ностью до бесконечно малых 1-го порядка (по пространст​вен​ным переменным и времени) 
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Переходя к напряжениям Пиола-Кирхгофа [15]
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 указывает направление нормали к рас​сматрива​емой площадке в исходном состоянии, а индекс i - нап​рав​ление проекции силы и может принимать значения  
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  .
Если же в качестве переменных Лагранжа принять текущие коорди​наты точек, т. е. считать t=0, тогда, вводя обозначения 
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  для напряжений Коши на площадках, ориентированных по осям координат, следует записать
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Так как приращение энергии не должно зависеть от выбора систе​мы отсчета скоростей, сумму последних трех слагаемых сле​дует при​равнять нулю. Это равенство эквивалентно прин​ци​пу наименьшего принуждения Гаусса [12, 16]. Более жесткое ус​ло​вие равенства нулю каждой из скобок соответствует диффе​рен​циальным уравнениям движе​ния для напряжений Пиола-Кирхгофа 
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Таким образом, используя напряжения 
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, которые опреде​ля​ют плотность внутренних сил, отнесенных к площадям гра​ней рассматри​ваемой частицы в исходном состоянии, измене​ние потенциальной энергии можно представить в виде 
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где qt - мощность теплового источника, vi,p = xi,tp - производ​ные от компонент скорости перемещения частиц vi в направ​ле​нии осей xi по переменным Лагранжа 
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, в качестве которых при​няты координаты точек xi в их исходном состоянии, т.е. 
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Уравнение (3.9a) чаще записывают через напряжения Коши
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где 
[image: image80.wmf]V
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 - объём частицы в текущий момент времени, xi,tj - про​из​вод​ные от компонент скорости vi по направлениям xj Уравнения (3.9a) и (3.9б) совпадают, если лагранжевыми коор​ди​натами 
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 принять текущие координаты точек 
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Как отмечалось выше, в сокращенной записи нижний ин​декс после запятой соответствует дифференцированию по пе​ре​мен​ным Лагранжа или Эйлера. Возможные значения xi,p для принятых в разделе обоз​начений приведены в правой части уравнения (3.6).

Дальнейший анализ может быть выполнен для любой из форм пред​ставления мощности деформации
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Удельную мощность деформации, отнесенную к текущему объему частицы, можно записать через компоненты шаровых тензоров и девиаторов или их инварианты 
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(3.10а)

Для определения энергии, накопленной рассматриваемой час​тицей на конечном интервале времени 
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D

, при интегри​ро​ва​нии уравнений (3.9) в правой их части должны быть фик​си​рованы переменные Лаг​ранжа 
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. Для этих целей уравнение (3.9a) является предпочтитель​ным. При использовании уравне​ния (3.9б) обычно после достаточно малого этапа деформации переходят к новым лагранжевым координа​там.

PAGE  
47
Алюшин Ю.А. и др. 







_1083419263.unknown

_1084704962.unknown

_1084705969.unknown

_1084706599.unknown

_1084706927.unknown

_1084709548.unknown

_1084709710.unknown

_1084710168.unknown

_1084709878.unknown

_1084709587.unknown

_1084707057.unknown

_1084707214.unknown

_1084707598.unknown

_1084707155.unknown

_1084706629.unknown

_1084706666.unknown

_1084706880.unknown

_1084706614.unknown

_1084706175.unknown

_1084706319.unknown

_1084706468.unknown

_1084706547.unknown

_1084706422.unknown

_1084706213.unknown

_1084706038.unknown

_1084706083.unknown

_1084706004.unknown

_1084705288.unknown

_1084705890.unknown

_1084705930.unknown

_1084705505.unknown

_1084705154.unknown

_1084705197.unknown

_1084704998.unknown

_1084704616.unknown

_1084704849.unknown

_1084704893.unknown

_1084704935.unknown

_1084704689.unknown

_1084704670.unknown

_1083419692.unknown

_1083420266.unknown

_1083420432.unknown

_1083419789.unknown

_1083419502.unknown

_1083419564.unknown

_1083419388.unknown

_1083417865.unknown

_1083418431.unknown

_1083418904.unknown

_1083419001.unknown

_1083419070.unknown

_1083418953.unknown

_1083418616.unknown

_1083418792.unknown

_1083418704.unknown

_1083418483.unknown

_1083418138.unknown

_1083418284.unknown

_1083418410.unknown

_1083418216.unknown

_1083418001.unknown

_1083418094.unknown

_1083417914.unknown

_1083417229.unknown

_1083417605.unknown

_1083417798.unknown

_1083417833.unknown

_1083417618.unknown

_1083417501.unknown

_1083417567.unknown

_1083417254.unknown

_1083416162.unknown

_1083416995.unknown

_1083417187.unknown

_1083416936.unknown

_1083415583.unknown

_1083415607.unknown

_1081671165

_1083415471.unknown

_1081671163

