Энергетическая модель обратимых и необратимых деформаций

4. ЭНЕРГЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ОБРАТИМЫХ И НЕОБРАТИМЫХ

    ДЕФОРМАЦИЙ


Чтобы распространить уравнение (3.9б) на конечный интер​вал 
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 и выявить связь напряжений 
[image: image2.wmf]pi
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 с функциями 
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, перей​дем от производных по переменным Эйлера xi,tj к производным по переменным Лагранжа xi,tp с помощью общих соотношений [14], вытекающих из уравнений движения (3.1)
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где 
[image: image5.wmf]p
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 - алгебраические дополнения элементов хi,p якобиана (3.6). Приравнивая после этого коэффициенты при одинаковых множителях xi,tp = vi,p в уравнениях (3.9), получим систему линейных уравнений [9]
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которые формально совпадают с известными статическими ус​ловиями на контуре (1.11), а множители 
[image: image7.wmf]ij
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 можно рассматри​вать как напряжения Коши на ориентированных по осям коор​динат хj площадках тетраэдров, произвольные грани которых совпадают с гранями деформированной частицы, имевшей в исходном состоянии форму прямоугольного параллелепипеда. Из системы (4.2) находим
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т. е. напряжения 
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 являются не только силовыми, но и энерге​тическими характеристиками деформированного состояния, так как они зависят от плотности внутренних сил 
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t

 и значе​ний  R, xj,p, определяющих деформацию частицы.

Предполагая возможность обратимых деформаций с однозначным соответствием силовых, энергетических и кинематических параметров, выделим в правой части уравнения (3.9а) полную производную с помощью преобразования
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Индекс t  соответствует субстанциональной или полной про​изводной, для дифференцируемых функций с индексами приз​нак дифференцирования, как и для пространственных коорди​нат хi , указан после запятой, например pi,t.
С учетом соотношений (4.3) первое слагаемое можно пред​ставить в виде
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где  - среднее напряжение (1.28).

Важно отметить, что никаких ограничений, кроме обрати​мости деформации, в предшествующих преобразованиях на свойства среды и характер движения не накладывалось, т.е. в общем случае предусматривается и поворот частицы как жест​кого целого на произвольный угол, например, при изгибе.

Тем не менее, при обосновании уравнений (4.6-4.11) вос​пользуемся аналогией с известными соотношениями (разд. 2) и будем предполагать, что главные оси поворачиваются незначительно или даже сохраняют свое направление. В дальнейшем это ограничение будет снято.

Принимая во внимание, что пластическая деформация не может протекать в условиях гидростатического нагружения, выделим, по аналогии с , средние значения
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тогда выражение, оставшееся в правой части уравнения (4.4), можно преобразовать к виду
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где pi = 1 при 
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, иначе ip= 0.

Из статики (см. разд. 1) и условия отсутствия расхода мощ​ности при жёстком повороте частицы следует симметрия тен​зора напряжений Коши (1.10), но это ограничение не распрост​раняется на компоненты Пиола-Кирхгофа pi [17], что согласу​ется с уравнениями (1.11) и (4.2).

Если по аналогии с известными соотношениями пропорцио​нальности девиаторов напряжений и деформаций для изотроп​ной среды (2.8), считая смещения малыми, принять
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тогда вместо уравнения (3.9а) получим
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где
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В уравнениях (4.10) предполагается суммирование по индексам i и p.

Соотношения типа (4.8) позволяют выделить в (cм. yp. 4.5) составляющие энергии, затрачиваемые на изменение формы и объёма, как это принято в обычной теории
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В выражениях (4.9) и (4.11) участвуют характеристики на​пряженного 
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 и деформированного 
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 состояний, кото​рые при повороте осей изменяются. Вместе с тем величины   
[image: image24.wmf]p

E

d

d

 и 3R должны оставаться инвариантными.

При любом повороте осей координат суммы квадратов про​изводных от эйлеровых координат по переменным Лагранжа, составляющих столбцы якобиана (3.6), остаются неизменными. Это естественно, так как они определяют отношение квадратов длин ребер б. м. прямоугольного параллелепипеда в деформи​рованном и исходном состояниях, например (см. рис. 10)
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Будем называть деформациями ребер величины 
[image: image26.wmf](
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, квадраты которых определяются уравнениями 
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Если начальная длина ребра  l0 известна, тогда ее значение в рассматриваемый момент времени составит 
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, а по​ложение в пространстве наблюдателя определяют направляю​щие косинусы
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Принципиально деформации ep отличаются от рассмотрен​ных в разд. 1.2  лишь изменением шкалы. Если меры деформа​ции Грина (1.56), Коши (1.61) и Генки (1.74) в исходном неде​формированном состоянии обращаются в ноль, а при растяже​нии и сжатии меняют знак, то предлагаемая мера деформации ep в исходном состоянии равна 1, при сжатии уменьшается (ep < 1), а при растяжении увеличивается (ep >1). Приближенно при малых деформациях можно считать 
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Для перехода к инвариатным энергетическим характеристикам деформированного состояния ep преобразуем уравнение (3.9а) к виду
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где напряжения 
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 должны обеспечивать тождест​венность выражений в общем случае деформации. С учетом (4.12) тогда получаем
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т. е. это полные напряжения на гранях с фиксированной коор​динатой р в направлении деформированного ребра параллеле​пипеда, первоначально ортогональному этой грани. 

По аналогии с (4.4) выделим полную производную
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Первое слагаемое рассмотрено достаточно подробно и его можно лишь дополнить новой формой записи. Второе слага​емое преобразуем по аналогии с (4.7)
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или
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где  и е - средние значения полных напряжений и деформа​ций ребер
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Используя соотношения
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вместо (4.16) получаем
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и окончательный результат для приращения потенциальной энергии деформации рассматриваемой б. м. частицы принима​ет вид
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с инвариантными характеристиками деформированного состояния
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Важно отметить, что хотя 
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 не являются инвариантны​ми, сумма их квадратов дает инвариант
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и если оси хi совпадают с главными, тогда 
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С учетом линейной зависимости между напряжениями и деформаци-ями в законе упругого изменения объёма (2.3), второе слагаемое в соотношениях (4.9) и (4.20) зависит от выбора на​чала отсчета шкалы средних напряжений. Обычно считают, что в исходном состоянии при R= e= 1 напряжения отсутствуют. Тогда для малых деформаций, когда 
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, из пропор​циональности шаровых тензоров (2.3) следует
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где К - модуль объёмной упругости материала. Второе слагае​мое при этом преобразуется к виду
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и может быть включено в первое слагаемое (см., например, уравнение 5.1), как поправка на шкалу напряжений [18]
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Выбор начала отсчета шкалы напряжений, как и любой дру​гой шкалы, например температур, относится к субъективным факторам. Обычно используемая шкала имеет много преиму​ществ. Вместе с тем, если сдвинуть шкалу напряжений на ЗК, тогда второе слагаемое обращается в ноль, а в первом среднее напряжение должно быть определено в этой новой шкале, т. е.  = ЗК при 0 или
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и уравнение (4.20) принимает более простой вид
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Переход от деформаций Коши к новым характеристикам деформиро-ванного состояния, в качестве которых приняты эле​менты якобиана (3.6), приводит к изменению значения коэф​фициента пропорциональности девиаторов напряжений и де​формаций в упругой области, хотя различие между 2G и  не может быть значительным. Тем не менее, весьма привлекатель​ным является анализ варианта, когда коэффициенты пропорциональности средних значений 
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 и е, а также "девиаторных" компонент совпадают, т. е. определяющие уравнения принимают вид
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Основаниями для такого предположения могут быть следую​щие дополнительные аргументы.

1. Общие соотношения должны предусматривать возмож​ность жесткого поворота частицы на произвольный угол, в том числе на 90°, когда, с учетом принятого правила обозначения индексов (р - нормаль к грани параллелепипеда в исходном состоянии, i - направление компоненты в неподвижной систе​ме координат наблюдателя), нормальные напряжения, напри​мер x (перед поворотом), после поворота преобразуются, на​пример в y. При произвольном повороте напряжения pi , со​ответствуют напряжениям tni на произвольной грани тетраэдра, но вместо площадки с нормалью n надо рассматривать грань исходного параллелепипеда с фиксированной координатой Лагранжа р. Это же следует из уравнений (4.2). При таких обоз​начениях и значительных деформациях, в том числе с жестким поворотом, индексы не могут характеризовать напряжения как "нормальные" или "касательные". Это допустимо лишь при деформации с фиксированными главными направлениями в про​странстве наблюдателя.

2. Составляющая мощности 1 может быть определена как в произвольных, так и в главных направлениях (если они имеют место), т. е. через инвариантные характеристики е и Г:
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Но скалярная величина 1 не может изменяться при повороте осей координат, тогда
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и с учетом отмеченной выше инвариантности суммы квадратов входящих в эти выражения характеристик деформированного состояния следует
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3. Множество произвольных осей  хi  должно включать глав​ные оси и, если использованные выше предположения не про​тиворечивы, должно выполняться равенство 
[image: image59.wmf]j
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4. Этот же результат следует из условия отсутствия мощнос​ти при жестком повороте частицы относительно неподвижной системы координат. Действительно, если частица вращается от​носительно оси z при соотношениях между компонентами ско​рости и координатами
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где  – угловая  скорость  вращения, тогда с учетом соотноше​ний    (4.11)    удельная   мощность   деформации   для рассматриваемой частицы
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обращается в ноль, если принять 
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5. При выполнении равенства 
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 и соотношений (4.29), как следует из системы (4.3), условие симметрии тензора напряжений Коши ijji выполняется.

6. Переход к новой энергетической шкале для средних напряжений (объёмной плотности энергии) и соотношениям (4.29) позволяет объяснить причины невыполнения законов сохранения энергии, например при растяжении гибкой нити под действием гравитационных сил (см. разд. 5).

Как будет показано ниже, соотношения (4.29) не противоречат общепринятым представлениям и известным решениям для большинства задач. При переходе к новому началу отсчета шкалы средних напряжений по сравнению с обычной не только определяющие уравнения, но и дифференциальные уравнения движения (3.8), а также выражение для приращения потенциальной энергии
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принимают наиболее простой вид, а основными локальными характеристиками деформированного состояния в области упругих деформаций будут
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при обобщенной энергетической мере


[image: image67.wmf]2

,

2

2

2

3

i

p

e

x

Г

e

Г

=

+

=

  ,                                             (4.36) 

которая определяет сумму квадратов длин ребер деформированного куба при их единичной длине в исходном состоянии, а для главных направлений – квадрат длины его диагонали.

Инвариантные величины  е  и  Г  также можно интерпретировать геометрически как среднее значение длин ребер куба и среднеквадратическое отклонение их фактических длин от этого среднего значения.

В упругой области можно рекомендовать приближенные за​висимости
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с погрешностью не выше 3, где обычная мера малых де​формаций.

В обычной шкале напряжений обобщенной энергетической характеристикой деформированного состояния может быть ин​вариант
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но его геометрическая интерпретация более сложна.

Для процессов пластической деформации наиболее важной характеристикой является скорость изменения деформирован​ного состояния Гt , которая с точностью до пластической посто​янной Тs определяет мощность пластической деформации. Бо​лее подробно способы ее определения будут рассмотрены в разд. 6.

По аналогии с характеристиками деформированного состоя​ния Г и Гe можно ввести интенсивность напряжений
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и обобщенную характеристику напряженного состояния
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которые удобны при определении энерго-силовых параметров процесса и оценке упрочнения материала. При этом определя​ющие уравнения (4.29) могут быть дополнены инвариантными соотношениями


[image: image72.wmf],

j

t

=

=

e

e

Г

T

Г

T

                                                        (4.38)

а модуль  следует рассматривать как масштабный коэффициент при переходе от кинематических характеристик к силовым или энергетическим.

Переход к новой шкале напряжений позволяет исключить из окончательной системы уравнений напряжения и привести их только к кинематическим функциям и переменным.

Если в ходе решения предполагается учитывать инерцион​ные эффекты, например при компьютерном моделировании технологических операций, тогда целесообразно воспользовать​ся условием инвариантности мощности  по отношению к выбо​ру системы отсчета скоростей, эквивалентным принципу наи​меньшего принуждения Гаусса [12]
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или в компактном виде:
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Это уравнение предусматривает возможность жесткого поворота и позволяет учитывать объёмные силы.

В простейшем случае, когда объёмными силами можно пре​небречь, а ускорения отсутствуют, т. е. система находится в по​кое, отсюда получаем
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или, в сокращенной записи
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Методы интегрирования подобных уравнений достаточно хорошо разработаны [14]. Искомые функции могут быть пред​ставлены как через фундаментальное решение
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так и в виде произведения обычных и гиперболических триго​нометрических функций
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Соотношения (4.29) позволяют переходить от статических граничных условий к кинематическим, в частности на свобод​ных от внешних воздействий поверхностях. Отсюда следуют достаточно жесткие ограничения для реализации однородного деформированного состояния (см. разд. 9).

Так как величины 
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  в обычных и рекомендуемых шкалах не изменяются, на величину мощности пластической деформации выбор шкалы не оказывает влияния.
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